


Przekatne wielokatow foremnych
Waldemar Pompe

Przygladajac si¢ wielokatom foremnym o liczbie bokéw podzielnej przez 6, zauwa-
zamy wiele nietrywialnych konfiguracji ztozonych z trojek przekatnych, ktoére przeci-
naja sie w jednym punkcie. Uniwersalna metoda dowodzenia tych faktéw opiera sie
na trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy. Ponizej zaprezentujemy, jak w geome-
tryczny, elementarny sposob uzyska¢ przedstawione na odwrocie wlasnosci.

Przyktad 1.
Niech A1As...Aq5 bedzie 12-kgtem foremnym. Wowczas przekgine AsAg, AzAs,
Ay Ay przecinajg sie w jednym punkcie (rys. 1).
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Rozpatrzmy okrag opisany na danym wielokacie i wezmy pod uwage tréjkat
A Ay Ag (rys. 2). Poniewaz krétsze tuki A; Az 1 A3 A4 danego okregu sa rownej diu-
gosci, wiec LA, AgAs = <A, AgAs. Przekatna Az Ag jest wiec zawarta w dwusiecznej
kata przy wierzchotku Ag trojkata As Ay As.

Analogicznie, przekatne AsAg i A4A11 sa zawarte odpowiednio w dwusiecznych
katéw przy wierzchotkach Ay i A4 tego tréjkata. Wobec tego proste AsAg, AsAg,
A4Aq1 przecinaja sie w jednym punkcie, co konczy dowdd.

Uwaga

Poniewaz cieciwy A3Ag i A4A11 sa réwnej dlugodci, wiec punkt ich przeciecia P
lezy na symetralnej odcinka AsA4 (rys. 3). WykazaliSmy, ze punkt P lezy takze na
odcinku A, Ag. Odbijajac symetrycznie prosta As Ag wzgledem symetralnej odcinka
AsAy, otrzymujemy prosta Aj As, ktéra zawiera punkt P. W szczegdlnosci okazuje
sie, ze przekatne Ay As, AsAg oraz Ay A1 przechodzg przez wspolny punkt. Rowniez
przekatne A4 A11, Az Ag i symetralna odcinka A3 A4 przecinaja sie w jednym punkcie.

Definicja

Zalozmy, ze pewnych szes¢ punktéw lezacych na okregu dzieli ten okrag na szesé
tukéw, ktoérych diugosci wynosza kolejno a, b, ¢, d, e, f (rys. 4). Jesli gtéwne przekatne
szeSciokata o wierzchotkach w tych punktach przecinajg sie w jednym punkcie, to
powiemy, ze szdstka liczb (a,b,c,d,e, f) wyznacza wspolpekowe cieciwy.

Twierdzenie 1.

Zatlozmy, ze szdstka liczb (a,b,c,d, e, f) wyznacza wspélpekowe cieciwy, przy czym
a+d=c+f oraz c<d (rys. 5). Wowczas szostka liczb (t,u,w,x,y,z), gdzie
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takze wyznacza wspolpekowe cieciwy (rys. 6). W szczegdlnosci, e > b.
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Zauwazmy, ze skoro a+d=c+ f, to opisana wzorami (1) szostka (t,u,w,x,y,z)
spelnia zaleznos¢ t+u+ x +y = z. Ponadto, wyznaczajac wielkosci a, b, ¢, d, e, f ze
zwiazkéw (1), otrzymujemy ponizsze réwnosci (2). Odwrdceniem twierdzenia 1 jest
zatem nastepujace

Twierdzenie 2.

Zatozimy, ze szostka (t,u,w,x,y,z) wyznacza wspdélpekowe cieciwy, przy czym
t+ut+z+y==z (rys. 6). Wowczas szdstka (a,b,c,d,e, f), gdzie
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(2) a=t, b=u, c=3, d:§—|—x, e=2y+u, f=t+x
takze wyznacza wspolpekowe cieciwy (rys. 5).

Dowod twierdzenia 2 polega na prostym odwréceniu rozumowania z dowodu

twierdzenia 1. W zwiazku z tym wykazemy jedynie twierdzenie 1.
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Dowéd twierdzenia 1.

Gdy K i L sg punktami lezacymi na pewnym okregu, to piszac tuk K L bedziemy
mieli na mysli te czes¢ okregu, ktéra otrzymamy poruszajac sie¢ od punktu K do
punktu L w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Oznaczmy punkty wyznaczajace dane tuki kolejno przez A, B, C, D, E, F, jak
na rysunku 7. Niech ponadto P bedzie punktem przeciecia cieciw AD, BE i CF.

Na tuku DFE obierzmy taki punkt X, aby dlugos¢ tuku DX byta réwna c. Na-
stepnie oznaczmy przez () punkt przeciecia odcinkéw BE i AX. Wreszcie przyjmijmy,
ze prosta C'(Q przecina tuk EF w punkcie Y.

Dtugoéci tukéw AB, BC, CX i XFE wynoszg odpowiednio t =a, u=>5, w = 2c¢,
x =d—c. Ponadto punkt @) jest punktem wspdlnym cieciw AX, BE i CY. Dowdd
twierdzenia bedzie wiec zakonczony, jesli wykazemy, ze dlugosci y i z odpowiednio
lukéw EY i Y A wynosza kolejno 3 (e—b) oraz 1(e+b)+ f.

Dhugosci tukéw CD i DX sa réwne, a zatem SPAC = SPAQ. Z kolei z réwnodci
a+d=c+ f uzyskujemy SCPD = JQPD. Wobec tego tréjkaty APC i APQ sa
przystajace (cecha kat—bok—kat), wiec punkty C'i @) sa symetryczne wzgledem proste;
AD. Stad otrzymujemy ¥PCQ = SPQC. Réwnoéé ta pociaga za soba z — f =y +b.

Ponadto oczywiscie y+ z =e+ f. Rozwiazujac uklad ztozony z dwoch ostatnich
réwnan (z niewiadomymi y i ), otrzymujemy y:%(e—b) oraz z= %(e—i—b)—i—f. W szcze-
gblnodci, skoro y > 0, wiec e > b. Dowdd twierdzenia jest zakonczony.
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Zauwazmy, ze jesli szostka (a,b,c,d, e, ) spelnia zalozenia twierdzenia 1, to takze
széstka (c,b,a, f,e,d) spelnia zalozenia tego twierdzenia. Wobec tego majac dang kon-
figuracje wspotpekowych cieciw, ktéra spetnia zatozenia twierdzenia 1, mozemy twier-
dzenie to stosowaé na 2 sposoby. Ta sama uwaga ma miejsce w przypadku twierdze-
nia 2: jesli széstka (t,u,w,x,y,z) spelnia zalozenia tego twierdzenia, to takze szdstka
(y,z,w,u,t,z) je spelia.

Przyktad 2.

Na okregu o dtugosci 18 odlézmy kolejno tuki o dtugosciach 3, 2, 2, 3, 4, 4 (rys. 8).
Wéwezas széstka (3,2,2,3,4,4) wyznacza trywialng konfiguracje wspétpekowych cie-
ciw: jedna z cieciw jest srednica okregu, a dwie pozostale sa polozone symetrycznie

wzgledem tej $rednicy. Ponadto 2+4 =3+3, a wiec twierdzenie 1 mozemy zastosowaé
dla kazdej z dwoch széstek (rys. 8, 10):

(a,b,c,d,e, f)=(3,2,2,3,4,4), (a,b,c,d,e, f)=(2,2,3,4,4,3).

Otrzymujemy woéwczas odpowiednio nastepujace szostki, ktére w mysl twierdzenia 1
wyznaczaja wspolpekowe cieciwy (rys. 9, 11):

(t,u,w,z,y,2)=(3,2,4,1,1,7), (t,u,w,x,y,2)=(2,2,6,1,1,6).

Pierwsza z tych konfiguracji daje ciekawy, nietrywialny wynik; druga jest znéw kon-
figuracja trywialng (dwie cieciwy symetryczne wzgledem $rednicy).

rys. 8 rys. 10 rys. 11

Przyktad 3.

Na okregu o dlugosci 18 odtézmy tuki, ktoérych dtugosci wynosza kolejno 1, 2,
6, 1, 2, 6 (rys. 12). Wéwezas széstka (1,2,6,1,2,6) wyznacza wspolpekowe cieciwy:
kazda z cieciw jest $rednicg okregu. Ponadto 142424 1=6, wiec mozemy stosowaé
twierdzenie 2 zaréwno dla szostki (¢,u,w,x,y,z)=(1,2,6,1,2,6) (rys. 12), jak i dla
szostki (t,u,w,x,y,2) =(2,1,6,2,1,6) (rys. 14). W efekcie uzyskujemy nastepujace
sz6stki wyznaczajace, w my$l twierdzenia 2, wspétpekowe cieciwy (rys. 13, 15):

(a,b,c,dye, f)=1(1,2,3,4,6,2), (a,b,c,d,e, f)=(2,1,3,5,3,4).

Dostalismy tym razem dwie nietrywialne konfiguracje.




Inne ciekawe konfiguracje mozemy otrzymaé iterujac kolejno twierdzenia 1 i 2
w nastepujacy sposéb. Wystartujmy od szostki (a,b,c,d, e, f) wyznaczajacej wspolpe-
kowe cieciwy i spelniajacej zalozenia twierdzenia 1. Po zastosowaniu twierdzenia 1,
uzyskamy széstke (t,u,w,x,y,z) wyznaczajaca wspdlpekowe cieciwy i spelniajaca za-
tozenia twierdzenia 2. Twierdzenie 2 mozemy teraz zastosowac¢ na dwa sposoby: jeden
sposob da nam poprzednia, znana juz wczesniej szostke (a,b,c,d, e, f), natomiast drugi
sposob da kolejna, nowa szostke, ktéra spetnia zalozenia twierdzenia 1. Postepowanie
to mozemy kontynuowac.

Przyktad 4.

Rozpatrzmy tym razem okrag o dlugosci 24, a na nim tuki kolejno o diugo-
Sciach: 4, 3, 3, 4, 5, 5. Széstka (4,3,3,4,5,5) wyznacza wspolpekowe cieciwy — jest
to znowu trywialna konfiguracja ztozona z dwoch cigeciw symetrycznych wzgledem
trzeciej, bedacej $rednica. Ponadto 444 =345 oraz 3 <4, wiec mozemy zastosowac
twierdzenie 1 do széstki (a,b,c,d,e, f)=(4,3,3,4,5,5). W efekcie uzyskamy szostke
(t,u,w,z,y,z)=(4,3,6,1,1,9), ktéra, zgodnie z twierdzeniem 1, wyznacza wspOlpe-
kowe cieciwy.

Zamienmy miejscami t z y oraz u z x. Dostajemy wtedy szostke (¢,u,w,z,y,z)=
(1,1,6,3,4,9), ktéra spelnia zalozenia twierdzenia 2. Po zastosowaniu tego twierdzenia
uzyskujemy széstke (a,b,c,d,e, f)=(1,1,3,6,9,4) wyznaczajaca wspdlpekowe cieciwy.

Zamienmy z kolei w ostatniej széstce a z ¢ oraz d z f. Uzyskamy wtedy szostke,
ktora spelnia zalozenia twierdzenia 1: (a,b,c,d,e, f)=(3,1,1,4,9,6). Stosujac zatem
twierdzenie 1, otrzymujemy kolejna széstke (¢,u,w,z,y,z)=(3,1,2,3,4,11), ktéra wy-
znacza wspotpekowe cieciwy.

Postepowanie to mozemy kontynuowaé. Zauwazamy, ze po 12 krokach powracamy
do wyjséciowej konfiguracji. Ponizsze rysunki przedstawiaja kolejne kroki uzyskane
w wyniku tego postepowania.
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